УРОК № 13 
ТЕМА. ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ В ТОЧЦІ

Мета: сформувати поняття границі функції в точці; домогтися засвоєння
властивостей границі функції; сформувати вміння застосовувати означення та властивості границі функції до розв'язування задач; сформувати поняття функції, неперервної в точці та на відрізку

Тип уроку: засвоєння нових знань і вмінь.
Обладнання та наочність: презентація «Границя функції», таблиці
.

Хід уроку

І.    Мотивація навчання і повідомлення теми уроку.
IІ. Актуалізація опорних знань
Виконання  усних вправ
1)
Вправа 201(ст..54) 
         Яка з функцій, графіки яких зображені на малюнку 32, є неперервною:
      1) на всій області визначення; 2) на про​міжку (-(; 0); 3) на проміжку (0; ()?
[image: image128.jpg]=<

Maui. 29




2) Вправа 205. Дано функції f(х) = х2 - х + 1 і ((х) = 
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 Перемалюйте таблицю в зошит і заповніть її.
	x
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3

	f(x)
	
	
	
	
	
	
	

	((x)
	
	
	
	
	
	
	


Розв’язання. 

	x
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3

	f(x)
	13
	7
	3
	1
	1
	3
	7

	((x)
	13
	7
	-----
	1
	1
	3
	7


ІІІ.   Вивчення нового матеріалу (використовуємо презентацію)
План вивчення теми
1.   Поняття границі функції в точці.
2.   Що означають позначення х( а, f(x) ( b?
3.   Властивості границі функції:
1)
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4.   Означення функції, неперервної в точці.
5. Означення функції, неперервної на проміжку.

6. Графік функції, неперервної на проміжку.

7. Неперервність суми, добутку і частки функцій, неперервних
у точці (частка у випадку, якщо значення дільника в цій точці не дорівнює нулю).
Пояснення вчителя

(Матеріал підручника)

Часто говорять про значення функції в точці,  границю функції в точці, приріст функції в точці, неперервність функ​ції в точці. Про які точки йдеться? Про точки осі абсцис - значення аргументу.
Значення функції в точці. Нехай задано, наприклад, функцію f(x) = х2 + х + 1. Якщо х = 1, то відповідне значення функції дорівнює 3. Кажуть, що в точці х = 1 значення функції f(х) дорівнює 3. У точці х = 0 її значення дорівнює 1, у точці х = 10 значення функції  f(х) дорівнює 111. Пишуть: f(1) = 3, f(0) = 1, f(10) = 111.
Границя функції в точці. Візьмемо ту саму функцію  f(х) = х2 + х + 1. Якщо значення її аргументу х досить близь​ко і з обох боків наближаються до 1, то відповідні значення функції як завгодно близько наближаються до числа 3. Про це свідчать дані таблиці, у якій містяться значення функції у = х2 + х + 1 для 10 значень аргументу, близьких до числа 1, і графік.
Іншими словами: різниця |f(x) - 3| може стати і залишатись як завгодно малою, якщо різниця |х - 1| буде досить малою. У цьому разі кажуть, що границя функції f(х) у точ​ці х = 1 дорівнює 3. Пишуть: якщо х ( 1, то f(х)( 3, або 
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Істотна деталь: функція може мати границю навіть у та​кій точці, в якій вона не визначена. Наприклад, функція  
[image: image11.wmf]1

1

)

(

3

-

-

=

x

x

x

j

  у точці х=1 не має значення, бо знаменник не може дорівнювати нулю. В усіх інших точках функція ((х) має такі самі значення, як і функція f(x), бо (х3 - 1) : (х - 1) = х2 + х + 1. Хоч значення функції  ((х)  у точці x = 1 не існує, її границя у цій точці існує і дорівнює 3.
Означення границі функції можна сформулювати так.
Число b називається границею функції f(x) у точці х = а, якщо для будь-якого як завгодно малого додатного числа ( можна вказати таке додатне число (, що для всіх значень х із проміжку (а - (; а + (), крім, можливо, самої точки х = а, справджується нерівність |f(x) -b| < (.
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Пишуть: 
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Примітка. Означення грани​ці функції досить важке, тому його можна не запам'ятовувати.
Границя функції в точці має такі властивості.
· Функція не може мати двох різних границь у точці.
· Якщо с - число, то 
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•
Якщо кожна з функцій f(х) і g(х) має границю в точці а,то в цій точці існують границі функцій f(х) + g(х), f(х) ( g(х), k(f(х) і  
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, для яких характерні рівності:
1)
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Останню властивість можна сформулювати іншими словами.
Границя суми (різниці, добутку) функцій дорівнює сумі (різниці, добутку) границь цих функцій. Границя відношен​ня двох функцій дорівнює відношенню їхніх границь, якщо границя дільника не дорівнює нулю.
Ці властивості використовують для обчислення границь функцій у заданих точках.
Приклад. За умови, що х ( 5, обчисліть границю функ​ції f(х), якщо: 
а) f(x) = 2х + 3; б) f(х) = х2 -10х + 17. 
• Розв'язання.
а)
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б)
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Зауваження. Розв'язуючи такі вправи, деякі перетво​рення можна виконувати усно.
Знаходження границь суттєво спрощується для неперер​вних функцій - функцій, графіком яких є неперервна лінія. Для них виконується співвідношення 
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Тобто границя неперервної функції в кожній точці про​міжку, на якому функція неперервна, дорівнює її значенню в цій точці.
Запам'ятайте! Неперервними в кожній точці числової прямої є всі цілі раціональні функції. Дробово-раціональні та ірраціональні функції неперервні в кожній точці області визначення.
Докладно теорію границь функцій розглядають у курсі вищої математики.
Приріст аргументу і функції. 
Нехай дано, наприклад, функцію f(х) = х2. У точці х0 = 2 її значення f(2) = 4. Збіль​шимо значення аргументу на 0,01, тобто нехай х = 2,01. Відповідне значення функції f(2,01) = 4,0401. Порівняно з попереднім значенням воно збільшилося на 0,0401. Тут 0,01 приріст аргументу, а 0,0401 - відповідний приріст функ​ції, а саме: приріст функції  f(х) = х2 на проміжку [2; 2,01].
Приростом аргументу в точці х0 = а називають різницю х - а, де х - довільне число, яке мало відрізняється від а. Він може бути додатним або від'ємним. Відповідним прирос​том функції  f(х) є різниця f(х) - f(а).
Приріст аргументу х позначають символом (х, а приріст функції (f, (y (читають: дельта ікс, дельта еф, дельта ігрек).
Ці записи не означають добутки. У розглянутому прикладі (х=0,01, (f  = 0,0401.
Геометрично приріст аргументу зображається приростом абсциси точки кривої, а приріст функції - приростом ординати цієї точки. Властивості цих понять видно на малюнках 30 і 31.
Якщо у =f/(х) - зростаюча і (х > 0, то (f (х) - число додатне.
Якщо у = f(х) - спадна і (х > 0, то (f (х) - число від'ємне.
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Теорія границь - великий і важливий розділ курсу математичного аналізу, який вивчається в університетах. Він є основою для вивчення похідної та її застосувань - могут​нього апарату для дослідження багатьох реальних процесів. У школі цей матеріал вивчають оглядово, на основі наочних уявлень та інтуїції.
ІV. Засвоєння нових знань і вмінь. 
Робота з підручником. Розв’язування вправ.
1) Усні вправи
202, Для кожної з функцій, графіки яких зображені на малюнку 32, встановіть: а) чи визначена ця функція в точці х0; б) чи існує границя функції в точці х0 і чи дорів​нює вона значенню функції в цій точці.
Розв’язання  

а) визначена, границя існує і дорівнює значенню функції в даній точці;

б) визначена, границя існує і дорівнює значенню функції в даній точці;
в) не визначена, границя не існує ;
г) визначена, границя існує, але не дорівнює значенню функції в даній точці;
ґ) не визначена, границя  не існує;
д) визначена, границя не існує.
203, Чи має функція у = 5х границю в точці: а) х0 = 2; б) х0 = 0; в) х0 = -0,2?

Розв’язання  

а) має, 
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б) має, 
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в) має, 
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204 . Обчисліть границю функції у = f(х) у точці х0 = 0, якщо:
а) f(х) = х - 5;
б) f(х) = х2 - х + 7; в) f(х) =
[image: image30.wmf]1
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 ;       г) f(х) = 3х2 - х.
Розв’язання  

а) функція визначена в точці, тому границя існує і дорівнює значенню функції в даній точці;  
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а) функція визначена в точці, тому границя існує і дорівнює значенню функції в даній точці;  
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а) функція визначена в точці, тому границя існує і дорівнює значенню функції в даній точці;  
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а) функція визначена в точці, тому границя існує і дорівнює значенню функції в даній точці;  
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2) Вправи з записом у зошиті та коментарем

Вправа 206. Відомо, що 
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Обчисліть:
а) 
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Розв’язання  

а)  Застосуємо властивості границі суми функцій, отримаємо:
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б)  Застосуємо властивості границі суми функцій, отримаємо:
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в)  Застосуємо властивості границі добутку функцій, отримаємо:
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г)  Застосуємо властивості границі добутку функцій, отримаємо:
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Вправа  209.
Обчисліть границі а)  
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Розв’язання  

Застосуємо властивості границі функції, неперервної на інтервалі,  отримаємо:
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Вправа 212. Обчисліть границі а)  
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Розв’язання  

Застосуємо властивості границі функції, неперервної на інтервалі, отримаємо:
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 Вправа 213. Знайдіть приріст аргументу в разі переходу від точки х0 до точки х, якщо: 
а) х0 = 1, х = 1,3; б) х0 = 3, х = 3,5; в) х0 = 2,1, х = 2,7.
Розв’язання  
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Вправа 216. Для функції у=10х - 1 знайдіть (х і  (у, якщо:
а) х0 = 1, х = 1,2;   б) х0 = 3, х = 3,1;   в) х0 = 2,1, х = 2,5.
Розв’язання  
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  Вправа 218. Обчисліть границі а)  
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Розв’язання  

Застосуємо властивості границі функції, враховуючи невизначеність в точці, тобто спростимо вираз, розклавши на множники чисельник і знаменник, отримаємо:

а)  
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Вправа 221.
Обчисліть границю функції f(х) у точці, в якій функція не визначена, якщо:
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Розв’язання  

а) Функція 
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 невизначена в точці х0=-4. Застосуємо розклад на множники чисельника дробу та спростимо вираз, щоб уникнути невизначеності, отримаємо: 
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б) Функція 
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 невизначена в точці х0=0,5. Застосуємо розклад на множники чисельника дробу та спростимо вираз, щоб уникнути невизначеності, отримаємо: 
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в) Функція 
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 невизначена в точці х0= 1. Застосуємо розклад на множники чисельника дробу та спростимо вираз, щоб уникнути невизначеності, отримаємо: 
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Вправа 224.
Кількість мишей у колонії записували щотижня і побудували відповідний графік (Мал. 33). Визначте середню швидкість зростання популяції мишей:
а) з 4-го по 6-й тиждень;
б) за перші 5 тижнів.
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Розв’язання  
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Вправа 225. На малюнку 34 подано графік руху тіла s(t) (шлях s у км, час t у год). Визначте середню швидкість руху за час t,якщо: а) 1 < t < 4; б) 4 < t < 8.
Розв’язання  
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