                                                                                               Попович Наталія Григорівна

Проект
                                        Число, розміщення  і комбінація –
                                             три взаимно перетинаючі, 
                                                    але різні сфери думки, якими можна 

                                           описати всі математичні ідеї".

Английский математик Джеймс Джозеф Сильвестр (1814-1897)
11 клас

Тема проекту: Елементи комбінаторики.

Учасники проекту: учні 11 класу

Тип проекту: практично - орієнтований

Термін виконання: 2 тижні.

І. Актуальність проекту як навчальної технології.

Проектне навчання дозволяє розширити коло завдань, які учень розв’язує на уроці, створює умови для творчого розвитку особистості. З’являється елемент зацікавленості у процесі навчання.

ІІ Мета і завдання проекту:

Узагальнити і систематизувати знання з теми: «Елементи комбінаторики», навчити розв’язувати задачі з сполуками, здійснювати операції над множинами.
Розвивати творче мислення всебічним аналізом проблем, запам’ятовувати інформацію у вигляді логічних структур, розуміти причинно - наслідкові зв’язки.

ІІІ. Механізм реалізації проекту:

            1.Постановка проблеми.
Починаючи вивчати тему «Елементи комбінаторики» важливо зазначити причину виникнення даного розділу математики і її роль в сучасному суспільстві

2.Визначення тем і мети проектів.
Пропонується для захисту, проекти з таких тем:
· «Історія виникнення і розвитку науки комбінаторики»

· «Цікава комбінаторика»

-   «Застосування комбінаторики»

Проекти можна подавати у формі презентацій або  рефератів.

3.Захист проектів.

Захист проектів проходить в кінці вивчення теми.

Тип уроку: урок узагальнення і систематизації знань.

4. Оцінювання проектів.

Оцінювання проводить вчитель, враховуючи як якість самих проектів, так і відповіді учнів під час уроку.

Хід уроку
1. Організаційні питання

2. Перегляд проекту «Історія виникнення науки комбінаторики»

Орієнтовний опорний конспект проекту
Комбінаторика - гілка математики, що вивчає комбінації та перестановки предметів - виникла в XVII ст.З задачами, в яких приходиться вибирати ті чи інші предмети, розміщувати їх в певному порядку і відшуковувати серед різних розміщень найкращі, люди стикнулися ще в доісторичну епоху, обираючи найкращі розміщення мисливців під час полювання, воїнів під час битви, інструментів під час роботи. Певним чином розміщувалися прикраси на одязі, візерунки на кераміці. З ускладненням виробничих і суспільних відносин ширше приходилося 
користуватися загальними поняттями про порядок, ієрархію, групування. В тому ж напрямку діяв розвиток ремесел торгівлі.Комбінаторні навички виявилися корисними і в години дозвілля. Не можна точно сказати, коли поряд із змаганнями по бігу, метанню диску, стрибках з'явились ігри, що потребували в першу чергу вміння розраховувати, складати плани і спростовувати плани противника 
Комбінаторика в Єгипті

Серед предметів, покладених в піраміду, де 35 століть тому назад був похований єгипетський фараон Тутанхамон, знайшли розкреслену дощечку з трьома горизонталями і 10 вертикалями та фігурки для давньої гри "сенет", про правила якої ми, можливо, ніколи не дізнаємось. Пізніше з'явились нарди, шашки й шахмати, а також їх різноманітні варіанти (китайські та японські шахмати, японські облавні шашки "го" і т.д.). в кожній з цих ігор доводилося розглядати різноманітні комбінації фігур, що мали здатність пересовуватись, та вигравав той, хто їх краще вивчив, знав переможні комбінації та вмів уникати програшів. Звичайно, в цей період ще не було й здогаду про науку, що розглядає рішення комбінаторних задач, з кожною такою задачею доводилося справлятися по особливому.

Комбінаторика в Китаї

Перша згадка про питання, близькі до комбінаторних, зустрічається в китайських рукописах, що відносяться до XII - XIII ст. до н.е. В цих книгах писалося, що усе в світі являється поєднанням двох початків - чоловічого та жіночого, які автори позначали символами ------ та --- ---. В рукописи "Же-ким" ("Книга перестановок") показані різні з'єднання цих знаків по два і по три . Вісім малюнків з трьох рядів символів відображали землю, гори, воду, вітер, грозу, вогонь, хмари і небо. Сума перших 8 натуральних чисел (тобто число 36) втілювала в уяву давніх китайців весь світ. По мірі заглиблення знань знадобилось виразити і інші елементи, що входять до складу світу за допомогою тих самих знаків ------ та --- ---. Були складені 64 фігури, що складалися з п'яти рядів рисочок. 
У рукописі "Же-ким" є і більш складні малюнки. Як стверджує подане в ній додаток, імператор Ію, котрий жив приблизно 4000 років тому назад, побачив на березі річки священну черепаху, на панцирі якої був зображений малюнок з білих і чорних кружків. Якщо замінити кожну фігуру відповідним числом, з'являється така таблиця, де при додаванні чисел в кожному рядку, стовпчику та по діагоналі отримаємо одне і те саме число 15.

 Комбінаторика в Древній Греції

Конкретні комбінаторні задачі, що торкалися перерахунку невеликих груп предметів, греки розв'язували без помилок. Аристотель описав без пропусків всі види правильних тричленних силогізмів, а його учень Аристоксен з Тарента перерахував різноманітні комбінації довгих і коротких складів у віршових розмірах. Математик Папп (ІV ст. н.е.) роздивлявся число пар і трійок, які можна отримати з трьох елементів, не забороняючи їх повторення.

Філософ Ксенократ, що жив в ІV ст.. до. н.е. підраховував кількість складів. В ІІІ ст.. до н.е. стоїк Хрисипп вважав, що кількість тверджень, отримуваних з 10 аксіом, перевищує мільйон. На думку Геппарха, із стверджуючих аксіом можна скласти 103 049 сполучень, а додавши до них заперечні, 310 952. ми не знаємо який саме зміст надавали ці філософи своїм ствердженням і як вони отримували свої результати - числа, що наводив Геппарх дуже точні, щоб вважати їх результатом грубої оцінки, і в той же час їх не можна пояснити. Напевно, у грецьких вчених були якісь, невідомі нам, правила комбінаторних розрахунків, які скоріше всього були невірними.
 Схоласт Раймонд Люллій створив у ХІІІ ст. машину, що складалася з декількох кіл, на які було нанесено основні предикати, суб'єкти, атрибути та інші поняття схоластичної логіки. Повертаючи ці кола, він отримував різні суміщення понять і сподівався отримати з їх допомогою істину.

Комбінаторика в країнах Сходу

В VIII ст. н.е. почався розквіт арабської науки. Араби переклали багато творів грецьких учених, вивчили їх, а потім просунулись вперед по областях, мало звертавших увагу греків, - в науці про рішення рівнянь (саме слово "алгебра" - арабського походження), теорії та практиці обчислень. Вирішуючи питання про знаходження коренів з будь-якого степеня, арабські алгебраїсти вивели формулу для степені суми двох чисел, яка відома під невірною історичною назвою "біном Ньютона". Напевно цю формулу знав поет і математик Омар Хайям (ХІ - ХІІ ст. н.е.). у будь-якому випадку вже і ХІІІ ст. таку формулу друкує в своїх творах Насир ад-Дин ат-Туси, а в XV ст. вона була ретельно досліджена Гияседдином ал-Каші. 
Роботи Паскаля і Ферма дали поштовх для народження двох нових гілок математичної науки - комбінаторики і теорії ймовірностей. Якщо до них комбінаторні проблеми лише торкалися в загальних роботах по астрології, логіці і математиці, а більшою частиною відносились до області математичних розваг, то вже у 1666 р. Готтфрід Вільгельм Лейбніц публікує "Дисертацію про комбінаторне мистецтво", в котрій вперше з'являється сам термін "комбінаторика". Проекти Лейбніца здавалися нездійсненними тогочасним математикам, але тепер, після створення ЕОМ, багато планів Лейбніца почали втілюватися у життя, а дискретна математика виросла у своєму значенні настільки, що почала суперничати з класичним математичним аналізом.

В 1713 р. була опублікована книга "Мистецтво припущень" Якоба Бернуллі, в якій вказувались формули для числа розміщень з n елементів по k, виводились вираження для степеневих сум та ін. Чудові досягнення в області комбінаторики належать одному з найбільших математиків XVIII ст., Леонарду Ейлеру, швейцарцю, що прожив майже все життя в Росії, де він був членом Петербурзької академії наук. Основна частина наукової роботи Ейлера присвячена математичному аналізу, в якому він проклав нові шляхи, створив цілий ряд нових областей і закінчив досліди інших областей. Але у Ейлера вистачало часу думати і про задачі, які, здавалося б, не заслуговували його уваги, - про те, чи можна обійти мости в Кенігсберзі (нині Калінінграді) так, щоб не побувати двічі на одному і тому самому мості, чи можна поставити 36 офіцерів з 6 різних полків так, щоб у кожній шерензі і у кожній колоні було по одному офіцеру кожного військового звання з полку, скількома способами можна розбити число на частини . Але, дивна справа, робота про мости виявилась так званим зерном, з якого потім виросли топологія і теорія графів, задача про офіцерів виявилась зараз пов'язаною з плануванням експериментів, а методи, що використовувалися при розв'язуванні задачі про розбиття чисел, після довгого та важкого шляху розвитку перетворилась в науку про інтегральні перетворення, що використовується для розв'язання рівнянь математичної фізики.

Після робіт Паскаля і Ферма, Лейбніца і Ейлера можна було вже говорити про комбінаторику, як про окрему, самостійну гілку математики, тісно пов'язану з іншими областями науки, такими, як теорія ймовірностей., вчення про ряди та ін. В кінці XVIII ст. німецький учений Гінденбург та його учні зробили спробу побудувати загальну теорію комбінаторного аналізу. Проте вона не отримала успіху - в той час ще не було накопичено достатньої кількості важливих і цікавих задач, які могли б дати необхідний фундамент для такої теорії.

3.Актуалізація опорних знань.
А) Використовується технологія «Продовж речення». На дошці написано завдання, учні на вибір вчителя підходять до дошки і дописують відповідь.

Х={0,2,3,4,7.}      Y={2,4,7,9,11.}

Х∩Y=……………..

Х  Y=………………

Х\Y=………………

Y\Х=……………….

Б) Використовується технологія «Мозаїка»
На дошці зображена схема, учню даються листки із виразами, йому треба скласти правило вибору формули для розв’язування задач з комбінаторики.
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[image: image2]4.Перегляд проекту «Цікава комбінаторика»
 Орієнтовний опорний конспект проекту.

Професор Отто Ліденброк - головний герой роману Жуля Верна «Подорож до центру землі» в букіністичній крамниці натрапив на манускрипт ХІІІ ст., написаний рунічним письмом. (Руни- письмові знаки, що вживалися в середньовіччі і за легендою, були винайдені самим Одіном- верховним богом в ісланській міфології). Але зацікавила Отто записка, залишина в цій книзі її колишнім володарем,знаменитим алхіміком ХVІІ ст. Анре Сакнуссемом. Сумніву не було: у записці йшлось про якесь велике відкриття. І хоча запис було зроблено добре відомим професору рунічним письмом, проте прочитати його не вдалось. Повідомлення було зашифровано. Прочитати його можна було лише двома способами або розглянути всі варіанти розміщення 20 рунічних знаків, або знайти ключ до шифру. Як ви думаєте яким способом Отто Ліденброк прочитав записку.

Його асистент Аксель порахував, що переставляти рунічні знаки професору довелося б 2 432 902 008 176 640 000 раз. (В. О. Тадєєв «Неформальна математика» Тернопіль , 2003.)
Комбінаторика дозволила прочитати і крито-мікенське лінійне письмо. Перші надійні основи розшифровки цієї писемності заклала Аліса Д. Кобер, яка захистила у 1932 р. докторську дисертацію по математиці у Колумбійському університеті. Поряд з дослідженнями по чистій математиці вона багато сил приділяла розшифровці давніх писемностей. Вивчивши знаки критського письма, Аліса встановила, що це письмо складається зі складів. Кобер отримала координатну сітку, в якій замість осей координат стояли номери голосних і приголосних літер. У цієї сітки був лише один недолік - ніхто не знав, які саме голосні та приголосні формують цю систему координат.Лише через два роки після смерті дослідниці молодий англійський архітектор Майкл Вентріс, розширюючи її координатну сітку, спробував вгадати значення деяких голосних ( число голосних менше числа приголосних). Одна із спроб закінчилася вдало - текст заговорив на мові, що нагадував грецьку. Але це не була класична грецька мова "Іліади" та "Одіссея", а грецька мова більш ранньої епохи. Вентрису допоміг завершити розшифровку видатний знавець ранньої грецької мови Чедвік. Використовуючи імена царів та списки географічних назв, дослідники розшифровували один склад за іншим. А потім почалася швидка розшифровка - три десятки знаків отримали своє значення. Це був повний тріумф комбінаторного підходу.

Шифри та анаграми
Не тільки азартні ігри спонукали математиків до комбінаторних роздумів. Ще з давніх давен дипломати, що прагнули до таємних переписів, винаходили все більш складні шифри, а секретні служби інших держав намагалися ці шифри розгадати. Одним з найпростіших шифрів була "тарабарська грамота", в якій літери замінювались іншими за певними правилами. Проте такі шифри легко розгадувалися за характерними поєднаннями літер. Тому почали застосовувати шифри, які були основані на комбінаторних методах, наприклад, на різних перестановках літер, заміна літер з використанням ключових слів та ін.
Для кодування та розшифровки залучались математики. Ще в кінці XVI ст. розшифровкою переписів між ворогами французького короля Генріха ІІІ та іспанцями займався один із творців сучасної алгебри Франсуа Вієт. А в Англії XVII ст. монархічні заколотники дивувались швидкості, з якою Кромвель проникав у їх замисли. Монархісти вважали шифри, якими вони користувались при переписі, нерозшифрованими, і вважали, що ключі до них були видані кимсь з учасників заколоту. І лише після падіння республіки та царювання Карла ІІ вони дізналися, що всі їх шифри розгадував один з найкращих англійських математиків того часу, професор Оксфордського університету Уолліс, котрий володів винятковими комбінаторними можливостями. Він назвав себе засновником нової науки "криптографії".
Шифрами користувались не тільки дипломати і заколотники, але й самі вчені. До XVII ст. майже не існувало наукових журналів. Вчені дізнавалися про досягнення своїх колег з книг або приватних листів. Це створювало великі труднощі при опублікуванні нових результатів - адже друкування книг займало роки, а написати про свої відкриття приватним листом було ризиковано - хтось міг присвоїти досягнення, і потім довелося б доводити, що це він не сам вигадав, а дізнався з отриманого листа. Тому часто виникали суперечки на тему переваг. Ще в кінці XVII ст. йшли довгі суперечки на тему пріоритетів між Ньютоном та Лейбніцом (про те, хто першим відкрив диференціальне та інтегральне числення), Ньютоном та Гуком (хто першим сформулював закон всесвітнього тяжіння) та ін.
А давнину Архімеду доводилося застосовувати хитрощі. Коли деякі олександрійські вчені присвоювали собі його результати, про які дізнавались з отриманих від нього листів, він писав їм ще одного листа. Лист складався з формул для обчислень об'ємів та площ різних фігур і тіл. Олександрійці знову казали, що ці формули вони давно знають і нічого нового Архімед їм не повідомив. Але тут виявлялось, що усі ці формули були невірними!
Для того, щоб забезпечити пріоритет і не допустити передчасного розголосу отриманих результатів, вчені в короткій формі формулювали суть відкриття, а потім переставляли в ній літери і відправляли листа з переставленими літерами своїм колегам. Такі тексти з переставленими літерами називаються анаграми. 
Ієрогліфи та клинопис 

Навички в розгадці складних шифрів допомогли ученим, коли археологи почали відкопувати камені та черепи з таємними знаками - письменністю, що замовкла декілька тисячоліть тому. Одним з найкращих успіхів у розшифровці було читання французьким філологом Жаном Франсуа Шампольним ієрогліфів, якими писали єгиптяни ще до того, як виникла наука у древніх греків.   Складність задачі, що постала перед Шампольном, доповнювалась незнанням мови написів та змісту знаків. Проте, виділивши знаки, які на грецькій мові означали імена царів, Шампольна помітив, що деякі знаки в іменах фараонів Птоломея та Клеопатри співпадають. Так були знайдені звучання ієрогліфів, що означали літери "л" та "п" (до цього місця дійшов і Юнг). А потім Шампольн прочитав імена римських імператорів Тиберія та Трояна, давніх фараонів Рамсеса та Тутмеса - ключ до читання ієрогліфів, втрачений декілька тисячоліть тому, був знову отриманий.Це було торжеством комбінаторного методу у читанні забутих писемностей, заснованого на спостереженні за текстом, на співставленні повторюванні комбінацій слів та граматичних форм в поєднанні з уявою.
5. Технологія «Лото». На дошці лист бумаги із відповідями. Учням роздаються на листках завдання із операціями над сполуками написані з однієї сторони і з елементами малюнка з другої. Розв’язавши завдання учень наклеює свій елемент малюнка на місце, де написана його відповідь. В результаті маємо отримати цілий малюнок, що говоритиме про правильне розв’язування завдання.
 Завдання на листках
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6. Перегляд  проекту «Застосування комбінаторики » 

Орієнтовний опорний конспект проекту 
Комбінаторика - важливий розділ математики, знання якого необхідно представникам різноманітних спеціальностей. З комбінаторними задачами доводиться мати справу фізикам, хімікам, біологам, лінгвістам, спеціалістам по кодам та ін. Комбінаторні методи лежать в основі рішення багатьох задач теорії ймовірностей та її застосувань.
Комбінаторика в біології
Складність будови біологічних систем, їх строга ієрархічність, взаємо поєднання окремих процесів в цілому організмі роблять біологію підходящим полем для прикладення комбінаторних методів. Радянський біолог А. А. Любищєв припускав навіть, що схожість рослин та морозних візерунків на вікнах не випадково - в обох випадках проявляються певні закони комбінування частин в одне ціле.
Коли біологи почали вивчати передачу генетичної інформації у бактерій, то помітили, що в процесі цієї передачі хромосоми переходять від однієї бактерії до другої не цілком. Вони надіялися, вивчаючи частини, що перейшли, визначити порядок розміщення генів у хромосомі. Тут їх чекала невдача - карти хромосом, складені в різних лабораторіях, були несхожими одна на одну. Проте детально порівнявши отримані карти, французькі учені Жакоб та Вальмон помітили їх комбінаторну схожість. Виявилося, що всі ці карти були частинами одного кільця - хромосоми бактерій виявлялись згорнутими у кільця, які перед переходом у іншу бактерію розриваються, після чого до одного кінця прикріплюється фактор, що перетягує хромосому з однієї бактерії до іншої. А так як розірватися кільце могло у будь-якому місці, а фактор міг прикріпитися до будь-якого кінця, то й виникало багато різних карт, котрі заплутували картину.
Однією з найбільш складних загадок в біології ХХ ст. була будова "ниток життя" - молекул білка і нуклеїнових кислот. Виявилося, що молекули білка - це об'єднання декількох довгих ланцюгів, що складалися з 20 амінокислот.
 Поєднуючи комбінаторні розгляди з вивченням рентгенівських знімків, вченим вдалося розгадати будову багатьох білків, в тому числі гемоглобіну, інсуліну та ін.
Найбільшим досягненням комбінаторного підходу до проявів життя можна вважати розшифровку будови дезоксирибонуклеїнової кислоти (ДНК), зроблену в Кембриджі Ф. Криком та Дж. Уотсоном у 1953 р.. було відомо, що ДНК грає важливу роль в наслідуванні властивостей організмів. Це залучало до її вивчення багатьох дослідників.
Комбінаторика в хімії 

Небагато знайдеться днів в історії науки, які можна порівняти по своєму значенню з 17 лютим 1869 р. у цей день з хаосу хімічних елементів, кожен з яких мав свої властивості, виникла таблиця - був відкритий періодичний закон. Це відкриття було зроблено Дмитром Івановичем Мендєлєєвим, професором Петербурзького університету. Готуючи курс лекцій по загальній хімії, він задумався над порядком, в якому потрібно було розповідати про елементи.
Як писав пізніше сам Дмитро Іванович: "шукати щось, хоча б гриби, чи якусь залежність, не можна інакше, як дивлячись та пробуючи". Для того щоб "дивитися і пробувати", він почав підбирати, написавши на окремих картках назви елементів з їхніми атомними масами та властивостями даного елемента, схожі елементи та атомні маси.
Розкладуючи свій хімічний пасьянс, великий вчений після напружених роздумів, знайшов правильне розміщення елементів. Кажуть, що кінцевий вигляд таблиці постав перед ним у сні, коли, стомлений неперервними роздумами над нею, він приліг відпочити. Дивно, що ця праця, котра мала невраховані наслідки для розвитку хімії та фізики, була зроблена Мендєлєєвим за один день - зранку 17 лютого 1869 р. він ще не починав розкладати свій пасьянс, а до вечора того ж дня таблиця була написана.
Не тільки у відкритті періодичної системи елементів виявилась корисною комбінаторика. Як відомо серед обмежених об'єднань зустрічаються і ізомери, тобто об'єднання, котрі мають один і той самий склад, але різну будову. Комбінаторика дала можливість перерахувати усі ізомери даного складу.У фізиці комбінаторика виявляється необхідною при вивчені властивостей кристалів, опису моделі феромагнетизму та ін.
Комбінаторика епохи комп'ютерів
В нашу епоху дискретної математики змінилась і роль давньої області дискретної математики - комбінаторики. З області, що цікавила більшу частину авторів задач та знаходила основні застосування в кодуванні і розшифровці давні писемностей, вона перетворилася на область, що знаходилась на магістральному шляху розвитку науки. За допомогою ЕОМ стало можливим робити перебори, що раніше потребували сотень і тисяч років.
Шифрування , кодування, дешифрування письмової інформації – важливе, яле далеко не єдине  застосування комбінаторики. Кодами є також державні номерні знаки. Штрих- коди. Цілеспрямований перебір  різних можливих варіантів необхідний для складання розкладу руху  транспорту, розкладу занять в школі, а ще як апарат для розвязку завдань теорії ймовірності.
7. Перевірка умінь і навичок розв’язувати задачі по даній темі.

Самостійна робота ( 5 хв.)

Роздаються задачі на листках. В1-  вибирає і розв’язує  лише задачу на розміщення;  В2 - вибирає і розв’язує  лише задачу на комбінацію.

В1

1. У групі є 10 осіб. Скількома  способами можна вибрати 5 із них для екскурсії.

2. Скількома способами можна вибрати старосту і заступника в класі із 25 учнів.
3. Скількома способами можна вишукувати шеренгу із 5 чоловік.

В2

1 Скількома способами можна розставити 6 стільців навколо стола.

2. Скількома способами можна вибрати інструктора і старшого інструктора із 30 людей.

3. Скількома способами можна вибрати 2 чергових із 25  людей.
Чи враховується порядок елементів?





Вибір


формули





Чи всі елементи вхоять у сполуку?
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Розміщення





Комбінації








