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ВСТУП
Ще у першому тисячолітті до нашої ери давні вавилоняни та єгиптяни вміли розв’язувати рівняння, а у ІХ ст. видатний узбецький математик Мухаммед аль Хорезмі зібрав і систематизував  способи розв’язування рівнянь і написав свій твір «Кітаб ал-джебр ал-мукабела» (книга про відновлення і протиставлення). Що означають ці слова? Назву «ал-джабра» носила операція перенесення членів із однієї частини рівняння в другу, а слово «ал-мукабала» означало зведення подібних доданків. Наприклад, коли при розв’язуванні рівняння 5х + 4 = 2х - 3, ми замінюємо його на 5х - 2х = -3-4, то робимо операцію «ал-джабра», а коли після цього міняємо зліва 5х-2х на 3х, а -3-4 справа на -7, то робимо «ал-мукабалу» (тепер це називається зведенням подібних доданків). На відміну від слова «ал-джабра», яке трансформувалось в слово «алгебра», про «ал-мукабалу» пам’ятають тільки історики.
Велике значення рівнянь підкреслював А. Ейнштейн. Він сказав: «Мені доводилось ділити свій час між політикою і рівнянням. Проте рівняння, на мій погляд набагато важливіші, тому що політика існує тільки для даного часу, а рівняння будуть існувати вічно.”        
Мета нашої дослідницької роботи розповісти  про нестандартні способи розв’язування рівнянь і навчитися їх розв’язувати.
Перед собою я поставила такі завдання: 
- описати нестандартні прийоми розв'язування рівнянь;
- навчитися застосовувати властивості функцій до розв'язування рівнянь;
- виявити характерні помилки, що допускаються  при розв'язуванні рівнянь.
      Готуючись до  зовнішнього незалежного оцінювання з математики, я зустрілася зі значним обсягом рівнянь, які потрібно виконати за обмежений проміжок часу. Досить часто при розв’язуванні рівнянь зустрічаються такі, рівняння, де потрібно застосувати не стільки технічні навички їх розв’язування, скільки уважність, уміння знайти найкоротший шлях розв’язання, застосовувати нетрадиційний, оригінальний метод тощо. Такі прийоми я намагалася знайти в додатковій літературі , в Інтернеті, а потім , узагальнивши їх, застосувала в інших умовах до розв’язування різноманітних рівнянь . І саме це спонукало мене до написання даної роботи. Тому сьогодні  дуже важливо оволодіти різноманітними можливостями правильного оформлення алгоритму розв’язування рівнянь, який би не містив громістких викладень, але за допомогою їх  ми б змогли продемонструвати яскраві, ефективні, а інколи і  несподівані застосування теоретичного матеріалу. Ці прийоми тісно пов’язані з матеріалом, що вивчається в школі, але, крім того, їх нестандартне розв’язання привчає нас, школярів, не задовольнятися шаблонами, алгоритмами, а вдумливо підходити до пошуку оригінальних розв’язань. Так була написана дана дослідницько-пошукова  робота.

Мою роботу можна використовувати як додатковий і цікавий матеріал на уроках з математики, також учні можуть використовувати її у підготовці до зовнішнього незалежного оцінювання. 
РОЗДІЛ 1

РІВНЯННЯ - “МОВА АЛГЕБРИ”
  
Для чого потрібно вміти розв’язувати рівняння? Так, щоб за їх допомогою розв’язувати задачі. Рівняння називають “мовою алгебри”. Але їх використовують не тільки в алгебрі, а й в інших науках, наприклад хімії та фізиці. Різновиди рівнянь не вичерпуються трьома видами, які ми вміємо розв’язувати. Для математиків важливо було навчитися розв’язувати рівняння третього порядку (кубічні). Найпростіші кубічні рівняння, якщо в них вдало підібрані коефіцієнти, розв’язуються легко. Чи обмежуються всі види рівнянь третього порядку такими простими способами розв’язання? Першим, хто поставив це питання, був Омар Хайям – перський учений і поет. 
          Ми переконалися, що математика, як і будь-яка інша наука не розвивається сама, всі відкриття в ній роблять люди. Так свій внесок у розвиток вчення про рівняння зробили Евклід, Діофант, аль-Хорезмі, О.Хайям, Ф.Вієт та інші вчені. Ці люди не обмежувалися лише математикою, вони були високо освіченими і всебічно розвиненими, до чого повинна прагнути кожна людина. Основними раціональними рівняннями з однією змінною являються лінійні і квадратні рівняння. Їх розв’язування нам відомі. Всі інші раціональні рівняння проводяться за допомогою різних перетворень до цих основних рівнянь, тобто до лінійних і квадратних. 

1) Якщо рівняння дробове, то спочатку перетворюють його до цілого виду, помноживши обидві частини рівняння на спільний знаменник всіх дробів. При цьому ми отримаємо лиш наслідок вихідного рівняння. 
2) Якщо рівняння ціле, то використовують два способи перетворень:

 а) заміну змінних (введення нових змінних);

 б) розкладання лівої частини рівняння на множники, коли права частина рівна нулю.
РОЗДІЛ 2
НЕСТАНДАРТНІ ПРИЙОМИ РОЗВ'ЯЗУВАННЯ РІВНЯНЬ  
      Рівняння, у яких ліва і права частина є цілими виразами, називається цілими раціональними рівняннями.

     Розглянемо два таких рівняння:
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     Виконаємо тотожні перетворення, які приводять до рівносильних рівнянь. Дістанемо рівняння, у яких ліва частина – многочлен стандартного вигляду, а права – нуль:
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     У загальному вигляді 
[image: image4.wmf].
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Степінь многочленна 
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 називають степенем рівняння, тобто рівняння (1) – рівняння третього, а рівняння (2) – рівняння четвертого степеня.

Рівнянням вищого степеня називається рівняння виду 
[image: image6.wmf],
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 - многочлен, вищий другого степеня. 

    Рівняння можна розв’язувати різними методами про деякі із них я вам розповім:

2.1 Винесення спільного множника за дужки і спосіб групування
Розглянемо рівняння виду 
[image: image8.wmf]0
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. Якщо вираз рівняння виду 
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можна розкласти на множники 
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, то початкове рівняння можна замвнити сукупністю рівнянь 
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 корені кожного з яких, якщо вони належать області визначення функції  
[image: image12.wmf](
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, є також і коренями початкового рівняння. 
Розв'язати рівняння:     
[image: image13.wmf].
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Розв'язання
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Отже, задане ріаняння можна записати у вигляді


[image: image16.wmf](

)

(

)

0

2

1

2

=

+

+

-

х

х

х

, що рівносильно сукупності двох рівнянь
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                                             Рівняння  дійсних коренів не має.
На перший погляд може здатись, що при розкладанні на множники в даному рівнянні випадково виділено доданки 
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. Справді, чому саме їх, а не якісь інші?  А тому в розклад многочлена з лівої його частини на множники має входити множник 
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. Через це і були сформовані доданки, що діляться на 
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.
Таким чином «вгадування» одного з коренів рівняння значно спростило подальше його  розв'язування.

Отже, цілочислові корені рівняння 
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[image: image24.wmf])

(

x

Р

n

 - многочлен n-го степеня з цілими коефіцієнтами, завжди є дільниками вільного члена цього многочлена, взятими із знаками плюс чи мінус. Якщо, наприклад, один з таких дільників 
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 задовольняє умову 
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, то серед множників розкладу многочлена 
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 буде і множник 
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, одержимо многочлен нижчого степеня. Виконаємо ділення
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Оскільки в остачі ділення многочлена 
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 в остачі одержали нуль, то має місце розклад 
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Розв'язати рівняння:     х
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Розв'язання
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Немає коренів.                х = – 5,  х = – 2. 

Відповідь: – 5; – 2.

Приклади.
1. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання.
Якщо рівняння має цілі корені, то вони є дільниками числа 4, у якого всього шість цілих дільників: 
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. Підставляючи їх по черзі в дане рівняння, знаходимо перший корінь 
[image: image56.wmf]2

1

-

=

х

, бо 
[image: image57.wmf](

)

(

)

0

4

2

2

2

3

=

+

-

+

-

 - правильна рівність.

Тоді многочлен 
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 повинен ділитися на 
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 без остачі. Виконаємо це ділення:
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        Бачимо, що 
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За умовою 
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Відповідь. 
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       Поява нових коренів можлива після того як частку, у нашому випадку 
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, прирівнюють до нуля. Взагалі у рівнянні 
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 може бути кілька рівних коренів, тому, прирівнюючи частку до нуля, ми повинні випробовувати серед дільників вільного члена й ті числа, які вже зустрічалися серед коренів.

  2. Розв’язати рівняння:   
[image: image72.wmf]0
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Розв’язання.
Якщо рівняння має цілі корені, то вони є дільниками числа 12, у якого всього дванадцять цілих дільників: 
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Серед дільників числа – 12 знаходиться перший корінь рівняння 
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 – правильна рівність.  Виконаємо ділення 
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Прирівняємо частку до нуля і продовжимо пошук коренів серед дільників числа 12: 
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, коренем цього рівняння буде число 
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2

=

х

. 

Виконаємо ділення на 
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Знову прирівняємо частку до нуля і розв’яжемо квадратне рівняння:
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Відповідь: 
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Зауваження. Якщо рівняння з цілими коефіцієнтами не зведене, то воно може мати дробові раціональні корені. Розглянемо приклад незведеного рівняння степеня вище другого з цілими коефіцієнтами. Переконаємось, що коренями будуть дробові числа. 

 3.  Розв’язати рівняння:  
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Розв’язання.

      Помножимо обидві частини рівняння на 
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      Нехай 
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Дістали зведене рівняння з цілими коефіцієнтами. За теоремою 3, це рівняння не має дробових коренів, тобто дробові корені рівняння 
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1

5

2

2

3

=

-

-

+

х

х

х

, якщо вони і є, перейшли в цілі корені зведеного рівняння.

Розв’язавши рівняння 
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    Прирівняємо частку до нуля і розв’яжемо квадратне рівняння:
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Матимемо корені 
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. Враховуючи заміну, дістанемо:
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Відповідь. 
[image: image98.wmf];
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 4. Розв’язати рівняння:     
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Розв’язання.
Помножимо обидві частини рівняння на 
[image: image101.wmf]2
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Дістанемо: 
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Нехай 
[image: image103.wmf]у

х

=

2

, тоді     
[image: image104.wmf]0

12

14

3

4

2

3

4

=

+

-

-

+

у

у

у

у

.

Очевидно, що 
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Поділивши ліву частину 
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Прирівняємо частку до нуля і продовжимо пошук коренів серед дільників числа 12:  
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, коренем цього рівняння буде число 
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Поділивши ліву частину на двочлен 
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Знову прирівняємо частку до нуля і розв’яжемо квадратне рівняння:
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Матимемо корені 
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. Враховуючи заміну, дістанемо:
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   Відповідь. 
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5.  Розв’язати рівняння:      
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Розв’язання.
Помножимо обидві частини рівняння на 2, тоді 
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Нехай 
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х

=

2

, запишемо: 
[image: image122.wmf]0

12

7

2

=

+

-

у

у

. 

Звідки за теоремою Вієта одержимо: 
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Відповідь: 
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2.2   Метод заміни змінних
     Заміна змінних за „напівнаявними” ознаками. Не завжди заміну змінних можна виконати одразу. Іноді до​водиться спочатку перетворити рівняння, а потім уводити нову змінну.

1. Розв’язати рівняння     
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Розв’язання.
Позначимо змінну: 
[image: image126.wmf],
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 Корені цього рівняння: 
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Дістанемо  два рівняння:   
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Відповідь.  
[image: image133.wmf].
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2. Розв’язати рівняння:  
[image: image134.wmf].
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Розв’язання.
Піднесемо вираз у других дужках до квадрата.  

[image: image135.wmf].

81

)

9

6

(

2

)

6

(

2

2

2

=

+

-

-

-

x

x

x

x


Нехай  
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Отже,  
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)

(

)

.

5

2

3

;

5

4

80

;

80

11

1

4

6

,

0

11

6

2

,

1

2

2

±

=

=

=

=

-

×

×

-

-

=

=

-

-

х

D

D

х

х


Відповідь.   
[image: image143.wmf],
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3.  Розв’язати рівняння: (x
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Розв'язання.
      (x
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    Нехай x
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  Відповідь: 
[image: image159.wmf].
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2.2.1 Симетричні рівняння
         Рівняння  вигляду 
[image: image160.wmf]0
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 називається симетричним рівнянням .

    У лівій частині рівняння коефіцієнти, симетричні відносно «середини» многочленна, рівні між собою. Точніше кажучи, 
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Розрізняють два випадки: 

А. 
[image: image162.wmf]n
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 тоді ліва частина містить 
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 доданок.

Методику розв’язання таких рівнянь покажемо на характерних  прикладах.
Приклади: 

1. Розв’язати рівнянн :  
[image: image165.wmf].
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Розв’язання.
    Помітимо, що 
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 не є коренем рівняння, отже, розділивши обидві частини рівняння на 
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    рівносильне даному.  Далі маємо  
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Нехай 
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Рівняння набуває вигляду: 
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Тепер маємо два випадки: 

а) 
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Отже, розв’язків немає;

б) 
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звідки 
[image: image178.wmf].
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   Відповідь: 
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 2.     Розв’язати рівняння    
[image: image180.wmf].
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Розв’язання.
Помітимо, що 
[image: image181.wmf]0
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 не є коренем рівняння. Розділимо обидві частини рівняння на 
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 і одержимо рівняння, рівносильне даному.
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Покладемо  
[image: image185.wmf]y
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   Рівняння приймає вигляд 
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Отже, 
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Тепер маємо три випадки:

а) 
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Відповідь: 
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Рівняння можна подати у вигляді 
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Приклади:

1. Розв’язати рівняння    
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Розв’язання.

[image: image206.wmf],

0

)

2

5

2

)(

1

(

,

0

)

1

(

3

)

1

)(

1

(

2

,

0

)

3

3

(

)

2

2

(

2

2

2

3

=

+

-

+

=

+

-

+

-

+

=

+

-

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


звідки  
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Відповідь:  
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2.  Розв’язати рівняння     
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Розв’язання.
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 EMBED Equation.3  [image: image211.wmf](
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 Далі маємо симетричне рівняння парного степеня  
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Нехай  
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звідки  
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  Тепер маємо два випадки: 
а) 
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тоді 
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б) 
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тоді розв’язків немає.

Відповідь:  
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Отже, щоб розв'язати симетричне рівняння четвертого степеня 
ах
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 + bх + а = 0, де а
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[image: image226.wmf]2

 
[image: image227.wmf]¹

 0 та згрупувати отримані вирази у такий спосіб: 
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),  звести дане рівняння до квадратного.
2.2.2 Рівняння виду (х+a)(х + b)(х + с)(х+d) = А,  де А
[image: image231.wmf]¹
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   Рівняння виду (х+a)(х + b)(х + с)(х+d) = А, А
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0, зводиться до ква​дратного заміною, якщо а+b = c+d, або а + с = b+d, або а+d = b+с. розв’язують, знаходячи добуток двочленів у перших двох і останніх двох дужках з наступною заміною.
Розв’язати рівняння: 
[image: image233.wmf].
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Розв’язання.
Поміняємо місцями множники для виконання умови  
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Знайдемо  добуток двочленів у перших двох і останніх двох дужках:  (
[image: image236.wmf].
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Виконаємо заміну  
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Отже,  одержимо:
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Відповідь.  
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Розв'язати рівняння: (х+3)(х-1)(х + 2)(х+6) = -20.

Розв'язання
     (х + 3)(х-1)(х + 2)(х + 6) = -20.
       ОДЗ: х
[image: image244.wmf]Î
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Оскільки 3 + 2 = 5     і     –1 + 6 = 5, то

((х + 3)(х + 2))((х–1)(х + 6)) = –20;

(х
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Нехай х
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Отже, у(у + 12) = – 20;
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Відповідь: 
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2.3. Застосування властивостей функцій до розв'язування рівнянь
Усе частіше  в літературі зустрічаються рівняння, розв'язування яких стандартними способами важке, громіздке або неможливе. Тоді можна спробувати використовувати властивості функцій. Іноді такий підхід приводить до більш простого і раціонального розв'язання
Досить часто знання властивостей функцій, що входять у рівняння допомагає знаходити їх розв’язки. Розглянемо рівняння 
[image: image258.wmf]3

1

3

1

=

+

x

x

. Його можна розв’язати стандартним способом – зведенням до квадратного рівняння. Але не важко помітити, що друге рівняння допускає нестандартне розв’язування: його корені 
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 - очевидні. А оскільки будь – яке квадратне рівняння має не більше двох дійсних коренів, то на цьому його розв’язування закінчується.


Або звернемось до рівняння 
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 до нього теж можна застосувати згаданий прийом, попередньо додавши до обох частин рівняння 3, одержимо 
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Отож, розглянемо такі властивості функцій, що входять в рівняння як його складові, які б привели до нестандартного їх розв’язування  та продемонструємо їх  практичне застосування.

2.3.1. Скінченна область допустимих значень
У випадку, коли задано рівняння 
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[image: image265.wmf](
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 називається областю допустимих значень (ОДЗ) цього рівняння. Зрозуміло, що кожен корінь заданого рівняння входить як до області визначення функції 
[image: image267.wmf](
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так і до області визначення функції 
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. Отже, кожен корінь рівняння обов’язково входить до ОДЗ цього рівняння. Це дозволяє в деяких випадках за рахунок аналізу ОДЗ одержати розв’язки рівняння. 
Розв’язати рівняння:  
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Розв'язання

 ОДЗ:   
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 EMBED Equation.3  [image: image271.wmf]
Перевірка:    
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=

х

  – корінь    
[image: image273.wmf](
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Відповідь. 1.
      Розглядуваний приклад дозволяє виділити орієнтир для  розв'язування аналогічних рівнянь:
Якщо область допустимих значень (ОДЗ) рівняння складається із скінченного числа значень, то для розв’язування досить перевірити всі ці значення. 
У тому випадку, коли ОДЗ – порожня множина ( не містить жодного числа), ми можемо зразу дати відповідь, що задане рівняння не має коренів. Тому перед безпосереднім розв’язанням рівняння, потрібно його проаналізувати, прослідкувати за поведінкою окремих членів рівняння для допустимих значень невідомої змінної.

Розв’язати рівняння:  
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х

х

-

+

=

-

2

5

3

 

Розв'язання

 ОДЗ:   
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     Розв’язків не має.

Отже, ОДЗ  заданого рівняння не містить жодного члена, і тому це рівняння не має коренів.

Відповідь. Ø.

Розв’язати рівняння:  
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Розв'язання

           ОДЗ:   
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   не має розв’язків.

Отже, ОДЗ заданого рівняння не містить жодного числа, і тому це рівняння не має коренів.

Відповідь. Ø.

Розв’язати рівняння:  
[image: image282.wmf].
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Розв'язання
 ОДЗ:   
[image: image283.wmf].
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Область допустимих значень для змінної х складається тільки з числа 2. Легко перевірити, що х = 2 – корінь рівняння.

Перевірка:   
[image: image284.wmf]4
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 Отже, х = 2 – корінь рівняння. 
Відповідь. 2.
2.3.2. Оцінка лівої та правої частин рівняння

Деякі рівняння можна розв’язати за допомогою оцінки лівої та правої частин рівняння. Даний  прийом базується на такій властивості: нехай потрібно розв’язати рівняння виду  
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Розв’язати рівняння:  
[image: image291.wmf]x
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          Отже, задане рівняння рівносильне системі
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Відповідь. 0. 
Розв'язати рівняння:   
[image: image299.wmf](
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Розв'язання

ОДЗ:  
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Отже, задане рівняння рівносильне системі 
[image: image304.wmf]
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[image: image306.wmf](
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    З другого рівняння системи одержуємо х = 1, що задовольняє і першому рівнянню.А тому система (а значить і задане рівняння) має єдиний розв’язок х = 1.

Відповідь. 1.

Розв’язати рівняння: 
[image: image307.wmf].
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Розв'язання
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 Тому це рівняння рівносильне системі
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Звідси одержуємо єдиний корінь рівняння х = 1.


Аналогічно розв’язується рівняння виду 
[image: image312.wmf],
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в якому всі функції – доданки невід’ємні. Очевидно, що в цьому випадку рівність
[image: image313.wmf],

0

)

(

...

)

(

)

(

2

1

=

+

+

+

x

f

x

f

x

f

n

  обов’язково буде виконуватись, лише коли всі функції – доданки дорівнюють нулю. Тобто , сума кількох невід’ємних функцій дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли всі функції одночасно дорівнюють нулю. Розглянемо приклади.
Розв'язати рівняння: 
[image: image314.wmf].
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Розв'язання

 ОДЗ: 
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Маємо: 
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Звідси,  х = 0.

Відповідь. 0.

Розв’язати рівняння: 
[image: image320.wmf](
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Розв'язання

ОДЗ: 
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Задане рівняння рівносильне системі 
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З першого рівняння одержуємо  х = 2, що задовольняє  всій системі.

 Отже, задане рівняння має єдиний корінь х = 2.

Відповідь. 2.

Розв’язати рівняння: 
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Розв'язання

Множина значень функції 
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Оскільки спільні значення відсутні , то рівняння розв’язку не має.

Відповідь. Ø.

2.3.3. Використання зростання та спадання функцій
  
В даному випадку спрацьовує така схема розв'язування: 
· підбираємо один чи кілька коренів рівняння; 
· доводимо, що інших коренів немає, при цьому використовуючи теореми про корені рівнянь або оцінку значень лівої та правої частини рівнянь.
Теореми про корені рівняння

Теорема 1. Якщо в рівнянні 
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 зростає ( спадає) на деякому проміжку, то це рівняння може мати не більш ніж один корінь на цьому проміжку.

Теорема 2. Якщо в рівнянні 
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 зростає на деякому проміжку, а функція 
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 спадає на цьому самому проміжку 
                    (або навпаки), то це рівняння може мати не більш ніж один корінь на цьому проміжку.
     Справді , якщо функція 
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 монотонна, то таке рівняння має лише один 
корінь, бо для монотонної функції нерівним значенням аргументу відповідають нерівні значення функції. Графічно це означає, що пряма лінія, паралельна осі абсцис (графік функції – константи), не може перетинати графік монотонної функції більше, ніж в одній точці. 

Якщо 
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 – кусково-монотонна функція, то рівняння 
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  може мати не тільки більш як один корінь, але навіть нескінченне їх число,  коли 
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 має нескінченне число проміжків монотонності. Проте їх не може бути більше, ніж число проміжків монотонності кусково-монотонної функції.

Розв'язати рівняння:  
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Розв'язання
ОДЗ:
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Функція  
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Функція 
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Відповідь. 243.
Розв'язати рівняння:  
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Розв'язання
ОДЗ:  
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теж є спадною. Тому задане рівняння може мати не  більше одного кореня. 
Оскільки 
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Відповідь. 2


Тим часом поняття монотонності функції можна використати, розглядаючи питання про рівносильність широкого класу рівнянь. Так, на практиці, щоб дістати розв’язки рівнянь, нерідко доводиться брати одну й ту саму функцію від обох частин; порівняння значень складних функції , в яких зовнішня функція одна й та сама, – замінювати порівнянням значень внутрішніх функцій, тобто виконувати перехід: 
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”Рівняння 
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 рівносильні, якщо їх області визначення однакові, а функція 
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 монотонна.”  Проілюструємо застосування даної теореми на прикладі.
Розв’язати рівнянн:. 
[image: image357.wmf](
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Розв'язання

Запишемо це рівняння в такому вигляді:
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Оскільки областю визначення рівняння є множина всіх дійсних чисел і зовнішня функція 
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           Відповідь. – 2; 3.

2.3.4. Використання властивостей взаємно обернених функцій
               Розглянемо такі властивості взаємно обернених функцій :

Властивість 1.Якщо 
[image: image361.wmf])
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взаємно обернені функції, то їх графіки симетричні відносно прямої y = х.
Властивість 2. Якщо графіки взаємно обернених функцій  
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Властивість 3. Якщо 
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  Розв'язати рівняння:  
[image: image369.wmf].
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 Позначимо 
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За властивістю 3, рівняння   
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Яке, у свою чергу,  рівносильне рівнянню
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Коренями останнього рівняння будуть числа 1, 
[image: image378.wmf]2
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Ці самі корені матиме і початкове рівняння .

Відповідь. 1, 
[image: image380.wmf]2
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2.3.5.  Застосування похідної до розв’язування рівнянь
У багатьох задачах дослідження функції елементарними засобами на монотонність, обмеженість, наявність максимумів і мінімумів є досить трудомістким, а інколи і зовсім не можливим. Та це дослідження  суттєво спрощується при використанні похідної
Розглянемо декілька типів рівнянь, в яких використовуються похідні. Серед них рівняння, в яких потрібно вияснити, чи має розв’язок те чи інше рівняння. Ці рівняння зводяться до знаходження екстремальних значень функції або до знаходження їх областей значень. 
1. При якому значенні 
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 має розв’язки рівняння: 
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 Область визначення даного рівняння – інтервал 
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Тоді на інтервалі 
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Так що 
[image: image390.wmf]3
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 – єдина критична точка функції  f , яка до того ж є точкою максимум,
оскільки f (2) = 2,  f (4) = 
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, f (
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) = 
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. Отже, f  приймає найбільше значення при х = 8/3, а найменше значення – при х = 4. Так як функція f неперервна, то її область значень є інтервал 
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 між її найбільшим і найменшим значенням, тобто дане рівняння має розв’язок , якщо 
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Відповідь. 
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2. Скільки розв’язків має рівняння: 
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Розв’язання.
 Область визначення даного рівняння – інтервал 
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. Розглянемо на цьому інтервалі функцію f (х)
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    Враховуючи область визначення, маємо 
[image: image403.wmf]3
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. Таким чином, функція f  зростаюча, так що дане рівняння не може мати більше одного розв’язку.


 З іншого боку, взявши  будь – яке велике значення х, наприклад, 

х = 200, маємо 
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 так що f  як неперервна функція приймає всі значення між 
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, в тому числі і значення 4. Відповідь.  Рівняння має лише 1 корінь.

3. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання.
ОДЗ: 
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. Побудувавши графіки функцій 
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 ми помітили б , що рівняння має два корені. Безпосереднім підбором і перевіркою, знаходимо , що коренями рівняння є х = 0 і х = 2. За допомогою похідної можна довести, що інших коренів немає. 

 Розглянемо функцію 
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 і покажемо що в неї  лише одна критична точка, тобто ця функція має лише 2 інтервали ( зростання і спадання) , отже має 2 корені, які ми вже знайшли.
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 існує на всій області визначення(
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Відповідь. 0; 2. 

РОЗДІЛ 3

ХАРАКТЕРНІ ПОМИЛКИ, ЩО ДОПУСКАЮТЬСЯ ПРИ РОЗВ'ЯЗУВАННІ РІВНЯНЬ
Найбільші труднощі, з якими зустрічаються учні та абітурієнти під час розв'язування рівнянь, виникають в першу чергу із-за невміння інтенсивно, зосереджено працювати. Не маючи достатнього досвіду в розв'язуванні рівнянь, вони не вкладаються в відведений час, не встигають проаналізувати всі запропоновані і реалізовані методи розв'язування.

 
 Відомо, що багато рівнянь допускають декілька різних прийомів розв'язання. Можна дати будь-яке правильне розв'язання. Хоч бажання знайти найбільш короткий і красивий шлях розв'язання вельми природне, відшукання такого шляху в умовах уроку чи під час зовнішнього оцінювання не можливо, тому що це може зайняти багато часу. Тому краще до кінця довести нехай довге, але надійне розв'язування. Крім того поспішність часто приводить до досадних арифметичних помилок, плутаниці знаків, описок і т.п. , що приводить до помилкової відповіді, хоч нерідко хід розв'язання був правильним. Хоча, якщо ви знаєте як розв’язати рівняння коротшим шляхом, і впевнені в його правильності, то чому б не зекономити час.

  
Відсутність чіткого уявлення про рівносильність рівнянь часто приводить до загублених коренів в процесі розв'язання рівнянь, або до одержання сторонніх коренів. Часто ліва і права частина рівняння множиться на спільний множник, що містить змінну, але якщо не врахувавши при цьому , що коли цей множник в області допустимих значень (ОДЗ) змінної перетворюється в нуль , то таке множення приводить до загублених коренів. Особливо часто ця помилка зустрічається під час розв'язування тригонометричних рівнянь.

  
Головна мета при розв'язуванні ірраціональних рівнянь - це позбутися ірраціональності. Вона досягається двома способами : піднесенням обох частин рівняння до відповідного степеня або заміною. Перший спосіб застосовується частіше, хоча останній часто значно спрощує перетворення. 

 
 Розв'язуючи ірраціональні рівняння, потрібно пам'ятати, що :

а) перевірка одержаних значень для невідомого в загальному випадку являється обов'язковою частиною розв'язку, так як при піднесенні в парну степінь обох частин рівняння можуть з'явитися сторонні корені; 

б) в багатьох випадках сторонні корені можуть належати ОДЗ невідомого в початковому рівнянні, тому є помилкою винесення в відповідь усіх розв'язків рівняння, що належать ОДЗ, без їх перевірки. Взагалі кажучи, перевірку здобутих розв'язків потрібно робити при розв'язанні будь-яких рівнянь, якщо це пов'язано з виконанням  складних перетворень. Наприклад, у рівнянні 
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 знаходження ОДЗ цього рівняння пов'язане з розв'язуванням систем ірраціональних нерівностей, тому в даному випадку цього робити не потрібно. Піднесемо обидві частини рівняння до квадрата, дістанемо :
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 . Піднісши ще двічі до квадрату остаточно дістанемо квадратне рівняння  9x² - 64x – 64 = 0, корені якого  
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Перевіркою встановлюємо, що 
[image: image419.wmf]2
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 - сторонній корінь.

  
Під час розв'язання  показникових рівнянь допускаються помилки , які свідчать про недостатні знання правил дій над степенями , властивості показникової функції. 

Значне число помилок при розв'язуванні логарифмічних пояснюється нетвердими знаннями властивостей логарифмічної функції, правил логарифмування і потенціювання. Потрібно враховувати, що логарифмування, ділення, множення рівнянь на вирази, що містять  невідомо величину, може привести до звуження ОДЗ і , а це означає до загублених коренів. Виключити сторонні корені можна перевіркою, знайти загублені корені складніше.

  
В багатьох немає чіткого уявлення про те, в яких випадках потрібно перевірка  при розв'язуванні рівнянь, а в яких ні. Потрібно пам'ятати, що призначення перевірки - відкинути сторонні корені, які частіше всього проявляються при: 

1)скороченні дробів на множники, що містять змінну.

 Наприклад, скоротивши на (х+2) дробову частину рівняння
[image: image420.wmf]0
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 і розв'язуючи його, одержимо х=-2 – це сторонній корінь;
2)взаємне спрощення подібних членів, що містить змінну в знаменнику дробу, під знаком радикалу, чи під знаком логарифма. Наприклад , відкинувши   -
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, під час розв'язання рівняння 
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, одержимо 
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, звідки знайдемо 
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 (нуль тут сторонній корінь);
3) піднесення обох частин рівняння в парну степінь: 
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= 0. Тоді 
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 (тут один сторонній корінь);

4) потенціювання обох частин рівняння, наприклад, lgх+lg(x+21)=2, звідси х(х+21)=100 і тоді 
[image: image432.wmf]1
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=-25.В даному випадку -25 –сторонній корінь.

  
Сторонні корені з'являються при розширенні ОДЗ невідомого, що входить в рівняння. Виявити їх можна перевіркою . Таким чином, процес розв'язання будь-якого рівняння потребує уважного аналізу. Під час переходу до кожного наступного запису рівняння потрібно вияснити, чи рівносильне це нове рівняння попередньому. Якщо ні, то до чого приведе перетворення.

― до появи сторонніх коренів (в цьому випадку в кінці роботи  необхідна перевірка всіх визначених значень х) чи до загубленого кореня ( тоді зразу ж проаналізувати, які корені губляться і включити їх в кінцеву відповідь).
ВИСНОВКИ
В процесі розв’язування рівнянь я помітила, що всі вони зводяться кінець кінцем до розв’язання переважно вже за відомими алгоритмами. Опанування цих алгоритмів  є важливим завдання для кожного учня. Філософи навіть стверджують, що нема кращого способу  створити умови для творчої діяльності як бездоганне знання цих алгоритмів. Справді, розв’язання нестандартних рівнянь зводиться, зрештою, до розв’язання відомих опорних рівнянь , які мають формули розв’язання. Але ще в 20 роках минулого  століття  Н. Х. Абель довів, що формули для рівнянь n – ого степеня при n > 5 напевно не можуть бути знайдені.  Хоч він не виключав можливості того, що корені деяких конкретних многочленів  з числовими коефіцієнтами  все таки можна визначити через коефіцієнти. Що пізніше і трапилося. Тому не традиційні прийоми розв’язування рівняння можливо і приведуть  до знаходження нового алгоритму для розв’язування, наприклад, трансцендентно – алгебраїчних рівнянь.


Ми переконалися, що математика, як і будь-яка інша наука не розвивається сама, всі відкриття в ній роблять люди. Так свій внесок у розвиток вчення про рівняння зробили Евклід, Діофант, аль-Хорезмі, О.Хайям, Ф.Вієт та інші вчені. Ці люди не обмежувалися лише математикою, вони були високо освіченими і всебічно розвиненими, до чого повинна прагнути кожна людина.
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